7. BINOMNA SLUCAJNA VARIJABLA

Neka se eksperiment sastoji u ponavljanju n jednakih i nezavisnih pokusa od kojih svaki ima tocno dva moguca ishoda. 	
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Razliciti ishodi tog eksperimenta su razlicite n-torke
Ω = 
Pr.1.  Bacamo 4 puta kocku, a interesira nas samo da li je pala sestica ili ne.
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Ω = {6666, 666, 666, 666, 666, 66, .., 66, …, }
Iz nacina na koji je problem zadan lako se izracuna vjerojatnost svakog ishoda eksperimenta, elementa od Ω. Npr. P({6c 66c6}) = (1-p)p(1-p)p = p2(1-p)2
Na taj nacin dobije se vjerojatnosna razdioba na cijelom Ω.
Na skupu ishoda eksperimenta Ω definiramo slucajnu varijablu X,  X: Ω    R , kao broj sestica u pojedinom ishodu. 
R(X) = {0, 1, 2, 3, 4}
Slucajna varijabla X prenosi vjerojatnosnu razdiobu (distribuciju) s Ω na R(X). Slika od X, R(X), postaje siguran dogadjaj; X  ce sigurno primiti neku vrijednost iz R(X).
U ovom primjeru 
P(X = 0) = P({6c6c6c6c}) = 4
P(X = 1) = P({66c6c6c, 6c66c6c, 6c6c66c, 6c6c6c6}) = 3
P(X = 2) = P({666c6c, 66c66c, …, 6c6c66}) = 22
(U ovom slucaju 6 moze doci na dva mjesta od cetri. Dakle broj ishoda eksperimenta u kojima tocno na dva mjesta (od cetri) dolazi 6, jednak je broju uzoraka duzine dva od cetri elementa ako uzorke ne razlikujemo obzirom na uredjenost i ponavljanje nije dozvoljeno; K42 = .
P(X = 3) = P({6666c, 666c6, 66c66, 6c666}) = 3
P(X = 4) = P({6666}) = 4
Ako je R(X) sada siguran dogadjaj moralo bi biti  P(X R(X)) = 1
P(X R(X)) = P(X {0, 1, 2, 3, 4}) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) + P(X =3) + P(X = 4) =
4 +3 + 22 + 3 + 4 = 4 = 1

Poopcimo slucaj iz Pr. 1.
Ω = 
X: Ω  R       je sl v koja pojedinon ishodu eksperimenta pridruzuje broj A-ova koji se u n pokusa tog eksperimenta realiziraju.
Sl varijabla X prebacuje vjerojatnosnu razdiobu s Ω na R(X) = {0, 1, 2, .., n}. (Kaze se da X inducira vjerojatnosnu razdiobu na R(X) .)
P(X = 0) = P({AcAc..Ac}) = (1 – p)n
P(X = 1) = P({AAc..Ac, AcAAc..Ac, …, Ac..AcA}) = n-1
P(X = 2) = P({AAAc..Ac, AAcAAc..Ac, …, Ac..AcAA}) = 
Ovdje zakljucujemo na isti nacin kao u Pr. 1. ; od brojeva 1, 2, …, n pravimo sve moguce uzorke duzine dva  (1,2); (1,3); …, (n-1, n). Ti brojevi govore na koja mjesta dolaze A-ovi. Uzorke ne razlikujemo obzirom na uredjenost, npr. (2,3) znaci da se A nalazi na 2. i 3. mjestu, a (3,2) da se A nalazi na 3. i 2. mjestu sto ovdje predstavlja isti uzorak. Ponavljanje nije dozvoljeno jer se A ne moze pojaviti vise puta na istom mjestu; npr (2,2) “A se pojavio na 2. mjestu i ponovo na 2. mjestu” nije ishod eksperimenta. Dakle ti uzorci predstavljaju kombinacije od n elemenata, duzine 2, bez ponavljanja.
		 = 
Opcenito
P(X = k) = P({}) = 

Vjerojatnosti da ovako definirana sl varijabla primi neku od svojih vrijednosti k  {0, 1, 2, .., n} jednaka je k-tom pribrojniku u binomnoj formuli za

Jednadzba () ujedno pokazuje da je P(X R(X)) = 1
Sl varijabala koja svoje vrijednosti iz  R(X) = {0, 1, 2, .., n} prima s vjerojatnostima
P(X = k) =    
zove se binomna sl varijabla (ili sl varijabla s binomnom distribucijom). 
Pojedina binomna distribucija potpuno je odredjena ako su zadani brojevi (parametri) n i p ; uobicajeno je da se sl varijabla distribuirana po binomnoj distribuciji zapisuje  X  B(n, p).
Slucajna varijabla distribuirana po binomnoj distribuciji pojavljivati ce se ako: (i) promatrani pokus ima samo dva moguca ishoda, A i Ac , (ii) taj pokus ponavlja se n puta i pri tome su pokusi nezavisni, vjerojatnosti ishoda  A i Ac  iste su u svakom pokusu.

Pr. 2. U posudi se nalazi 3 crne i 15 bijelih kuglica. Iz posude slucajno izvlacimo 3 kuglice. Koja je vjerojatnost da izvucemo bar dvije crne kuglice, ako:   a) izvucenu kuglicu poslije svakog izvlacenja vracamo u posudu;  b)  izvucenu kuglicu ne vracamo u posudu.
a) U ovom slucaju eksperiment se sastoji u tri ponavljanja identicnih pokusa koji su nezavisni.
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X  B(3, ) 
Da se izvuku bar dvije crne kuglice znaci da je X2  (odnosno da X nije 0 ili 1).
P(X2) = P(X = 2) + P(X = 3) =   = 
ili
 P(X2) = 1 – P(X  2) = 1 – P(X = 0) – P(X = 1) = 1 - = 1 –  = 
b) Ako izvucenu kuglicu ne vracamo onda rezultat slijedeceg pokusa ovisi o rezultatu prethodnog. Nacrtajmo “drvo” koje opisuje sve moguce rezultate ta tri uzastopna pokusa.

P(Y = 0) =  0.5576

P(Y = 1) = 
P(Y 2) = 1 –  =1 -  0.056..												
Slucajna varijabla Y nije distribuirana po binomnoj distribuciji.																										
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Pr. 3.  Odredite razdiobu sl varijable Y iz Pr. 2.  i pokazite da ne postoji binomna sl. varijabla koja bi imala takvu razdiobu.
R(Y) = {0, 1, 2, 3}
P(Y = 2) =  = 
P(Y = 3) = 
Provjerimo, da li je suma svih vjerojatnosti jednaka 1.
P( Y = 0) + P(Y = 1) + P(Y = 2) + P(Y = 3) =  = 1

Pretpostavimo da postoji binomna sl varijabla, Z  B(3, p), takva da ima istu razdiobu kao Y.
Tada bi moralo biti 
P(Z = 0) = (1 – p)3 = P(Y = 0) =          1 – p = 0.82307..      p = 0.17692 ..
P(Z = 3) = p3 = P(Y = 3) =       	 p = 0.10701
Ne postoji p, dakle ni binomna sl varijabla, koja bi imala istu distribuciju kao sl v. Y.

Pr. 4.  Istovremeno bacamo 10 novcica. Ako to ponovimo 1000 puta koja je vjerojatnost da ce svi novcici pasti na isti stranu a) jednom ; b) bar jednom.
Vjerojatnost da svi novcici padnu na istu stranu 
   p = P({}{}) = P({}) + P({}) = 	
U pojedinom bacanju (pokusu) svi novcici padnu ili ne padnu na istu starnu; bacanje (pokus) ponavljamo 1000 puta.
Ako je X  broj koliko puta svi novcici padnu na istu stranu u 1000 bacanja,
	X  B(1000,  )
a)  P(X = 1) = = 0.277..
b)  P(X  1) = 1 – P(X = 0) = 1 - = 0. 858..
										
												
												




 
 
